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4-дәрiс. Rn, n ≥ 1 Евклид кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебi. Кирхгоф және

Пуассон формулалары. Коши есебi үшiн қатарлар әдiсi. Коши есебi мен шекаралық

есептер шешiмiнiң жалғыздығы.

Дәрiстiң мақсаты – Rn, n ≥ 1 Евклид кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiн шешу.

Негiзгi сұрақтар:

1. Rn, n ≥ 1 Евклид кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң қойылымы

2. R2 Евклид кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң шешiмi. Пуассон формуласы

3. R3 Евклид кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң шешiмi. Кирхгоф формуласы

4. Rn, n ≥ 1 Евклид кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң шешiмi. Коши есебi үшiн

қатарлар әдiсi.

5. Коши есебi мен шекаралық есептер шешiмiнiң жалғыздығы.

R2-дегi толқын теңдеуi: Коши есебi және Пуассон формуласы

1 Толқын теңдеуi және Коши есебi (R2)

Екi өлшемдi Евклид кеңiстiкте қарастырайық:

utt(x, t) = ∆xu(x, t), x ∈ R2, t > 0,

мұндағы ∆x = ∂2x1
+∂2x2

— Лапласиан (бiз ыңғайлы болу үшiн толқын жылдамдығын c = 1 деп аламыз;

c ̸= 1 жағдайын кейiн көрсетемiз).

Коши есебi былайша берiледi:

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R2.

Мақсат — u(x, t)-тiң айқын өрнегiн табу (Пуассон формуласы).
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2 Пуассон формуласы (интегралдық өрнек, c = 1)

Пуассон формуласы (екi өлшемдi жағдайда) келесi түрде берiледi: бар болған жағдайда, берiлген өл-

шемдерде және жеткiлiктi тегiс бастапқы деректер үшiн

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

2π

ˆ
Bt(x)

φ(y)√
t2 − |y − x|2

dy

)
+

1

2π

ˆ
Bt(x)

ψ(y)√
t2 − |y − x|2

dy,

мұндағы Bt(x) = {y ∈ R2 : |y − x| < t} — радиусы t дискiсi, және dy — R2-дегi ауданды бiлдiредi.

Бұл өрнек D’Alembert-тiң 1D формуласынан ерекшеленiп, 2D-де шешiмдi дискiге (iшiне) интегралдау

арқылы бередi; ядро
1√

t2 − |y − x|2
— интегралдық ядроның сипаттаушысы.

Ескерту: интегралдар t > 0 үшiн ғана анықталған (дискi жағында t2 − |y − x|2 > 0 шартында).

3 Пуассон формуласының баламалы жазбасы

Пуассон формуласын дөңгелек (айнымалы радиус бойынша) орташаларды қолдана отырып жазуға

болады. Белгiлi бiр x үшiн r 7→Mf (x, r) — радиусы r дөңгелектегi орташа:

Mf (x, r) =
1

2πr

ˆ
|y−x|=r

f(y) dS(y),

мұндағы dS — шеңбер бойындағы ұзындық өлшемi.

Тогда Пуассон-тың баламалы формуласы (қағидалық түрде) келесiдей:

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

2π

ˆ t

0

rMφ(x, r)√
t2 − r2

dr

)
+

1

2π

ˆ t

0

rMψ(x, r)√
t2 − r2

dr.

Осы жазбада бiз дискi бойынша аудандық интегралды шеңбер бойынша орташаға және r-интегралға

жiктедiк (полярлық координаттарға ауыстыру арқылы).

Бұл нұсқа шешiмдi шеңбердегi орташалар арқылы бейнелейдi — бұл 2D жағдайына тән және теориялық

талдаулар үшiн ыңғайлы.

4 Пуассон формуласының дәлелдеу идеясын қорыту

Пуассон формуласын дәлелдеудiң бiрнеше классикалық тәсiлi бар; мұнда қысқаша идеялар берiледi.
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(i) Орталау әдiсi + Абель түрлендiруi

1. Дөңгелек орталау Mu(x, r, t) =
1

2πr

ˆ
|y−x|=r

u(y, t) dS(y) деген функция қарастырылады.

2. Шеңбер бойынша орташа Mu үшiн бiрөлшемдi теңдеу шығады (радилды түрлену нәтижесi):

нақты есептеу арқылы

∂tt(rMu(x, r, t)) = ∂r
(
r ∂r(rMu(x, r, t))

)
,

Бессель типтi теңдеуге апарады.

3. Бұл теңдеудi r бойынша интегралдау және бастапқы шарттарды қолдану нәтижесiнде rMφ пен

rMψ-ден алынатын Абель-интеграл түрiндегi өрнек шығады.

4. Абель түрлендiруiн керi айналдыру арқылы алынған өрнектi бастапқы u-ға қайтару дискi бой-

ынша ядро
1√

t2 − r2
-ты бередi.

(ii) Фурье түрлендiру (жылдам, қысқаша)

1. Жай Фурье түрлендiрудi x-қа қолдану: û(k, t) орындап, әр k үшiн ОДЖ

ûtt(k, t) + |k|2û(k, t) = 0,

шешiледi: û(k, t) = φ̂(k) cos(|k|t) + ψ̂(k)
|k| sin(|k|t).

2. Обратная Фурье арқылы өрнектi x-ке қайтарғанда, интегралдық өрнектер мен ядролар пайда

болады; полярлық интегралдарды орындағанда дәл осындай
1√

t2 − |y − x|2
ядросы шығады.

Екi тәсiл де жақсы негiзделген және формуланың дұрыс екенiн көрсетедi (талдауда қажеттi регуляр-

лылық шарттары қойылады).

5 Жалпы жылдамдық c > 0 үшiн масштабтау

Егер бастапқы теңдеу utt = c2∆u болса, онда c-ке қатысты масштабтау арқылы 1-жылдамдығына

қайтару ыңғайлы:

τ = ct.

Осылайша Пуассон формуласы c > 0 үшiн келесi түрге ауысады (анық түрде):

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

2π

ˆ
Bct(x)

φ(y)√
c2t2 − |y − x|2

dy

)
+

1

2πc

ˆ
Bct(x)

ψ(y)√
c2t2 − |y − x|2

dy.
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(Жоғарыда көрсетiлгендей, бiрқатар жазбаларда бiрiншi мүшенiң t-туындысында белгiлi бiр c-факторлар

басқа түрде көрсетiлуi мүмкiн; осынаяқылы қолданылатын масштабтау арқылы екi нұсқа эквиваленттi

түрде жазылады.)

Ең қарапайым қолданылым: c = 1 алынып, кейiн қажеттi масштабтау қайтарылса жеткiлiктi.

6 Қасиеттер мен түсiнiктеме

• Локалдылық / шектеулi тарау жылдамдығы: Пуассон формуласы көрсеткендей, u(x, t) тек

Bct(x) дискiсiндегi φ,ψ-қа тәуелдi. Яғни ақпарат c жылдамдықпен жүредi.

• Гюйгенс принципi (2D-дегi жоқтық): 3D-де толқын шешiмi «қатты шектеулi қашықтықта»

тек шеңбер бойында көрiнедi (ақпарат тек қана радиал бойынша өткiр шектеуде өтедi), ал 2D-де

шешiм дискi iшiнде интегралдық «қалдығы» болады — яғни өткен әсерлерден ұзақ «қаңқа» (tail)

қалады. Бұл физикалық тұрғыдан «Huygens-тың қағидасының» 2D-де толық орындалмауын бiл-

дiредi.

• Құрылысы: Пуассон ядросы
1√

t2 − |y − x|2
y дискi iшiнде шектi, бiрақ диск шетiне қарай ( |y−

x| → t− ) ядро интегралдың оң шетiнде шектелмей өседi; алайда аудандық интеграл тұтасымен

қарастырғанда жеткiлiктi тегiс бастапқы деректер үшiн мәнi анық.

Қорытынды

Пуассон формуласы — R2-дегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң негiзгi аналитикалық өрунiшi. Ол

шешiмдi дискiге интеграция арқылы бередi және 2D-ге тән физикалық-құрылымдық қасиеттердi (мы-

салы, қалдықтар) айқындайды. Формуланы алу дөңгелек орташа әдiсiмен және/немесе Фурье түр-

лендiру арқылы жүргiзiледi. Ескерту. Жоғарыдағы формулалардың жарамдылығы үшiн бастапқы

деректерге (мысалы φ,ψ ∈ C∞
c (R2) немесе жеткiлiктi жылдам кемушi мәлiметтер) техникалық шар-

ттар қойылады; нақты дәлелдеулерде осы регулярлылық талаптары анық көрсетiледi.

R3-дегi толқын теңдеуi: Коши есебi және Кирхгоф формуласы
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Кiрiспе

Үш өлшемдi кеңiстiкте (R3) толқын теңдеуi табиғаттағы көптеген физикалық процестердi сипаттайды:

дыбыс, жарық, серпiмдi толқындар және электромагниттiк толқындар. Бұл дәрiсте бiз Коши есебiн

қарастырамыз және оның шешiмiн Кирхгоф формуласы арқылы аламыз.

7 Толқын теңдеуi және Коши есебi (R3)

Үш өлшемдi Евклид кеңiстiкте толқын теңдеуi:

utt(x, t) = c2∆u(x, t), x ∈ R3, t > 0,

мұндағы ∆ = ∂2x1
+∂2x2

+∂2x3
— Лапласиан, c > 0 — толқынның таралу жылдамдығы. Коши есебi келесi

шарттармен берiледi:

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3.

8 Кирхгоф формуласы

8.1 Формуланың негiзгi түрi

Кирхгоф формуласы (R3) келесi интегралдық өрнекпен берiледi:

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πct

ˆ
|y−x|=ct

φ(y) dS(y)

)
+

1

4πct

ˆ
|y−x|=ct

ψ(y) dS(y),

мұндағы:

• dS(y) — радиусы ct шеңбер бойындағы аудан элементi;

• |y − x| = ct — x нүктесi айналасындағы радиусы ct сфера;

• Бiрiншi қосымша — бастапқы ығысу φ-дан туындайтын әсер;

• Екiншi қосымша — бастапқы жылдамдық ψ-дан туындайтын әсер.

8.2 Физикалық интерпретация

• Шешiм тек сфера шекарасында (|y−x| = ct) анықталған — бұл Гюйгенс принципi деп аталады;
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• 3D-де толқын шешiмi дискi iшiнде емес, тек сфера бетiнде таралады — «қалдықтар» болмайды,

яғни сигнал өткiр шекарада көрiнедi;

• Бұл қасиет 2D жағдайынан ерекшеленедi: 2D-де дискi iшiндегi интеграл пайда болады (қалды-

қтар).

9 Қысқаша дәлелдеу идеясы

Кирхгоф формуласын алу идеясы:

1. Сфериалық симметрияны қолдану: радиалды орташа u(r, t) =
1

4πr2

ˆ
|y−x|=r

u(y, t) dS(y);

2. Радиация теңдеуiн 1D-ге азайту: u(r, t) үшiн ∂tt(ru) = c2∂rr(ru) шығады;

3. 1D D’Alembert формуласын қолдану:

ru(r, t) =
1

2
[rφ(r − ct) + rφ(r + ct)] +

1

2c

ˆ r+ct

r−ct
r′ψ(r′) dr′;

4. Шекаралық шарттарды пайдалана отырып, интеграл тек r = ct сферасында қалдырылады.

10 Жалпы жылдамдық c > 0

Егер c ̸= 1, формулада ct радиусын қолданамыз, және жалпы түрi:

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πct

ˆ
|y−x|=ct

φ(y) dS(y)

)
+

1

4πct

ˆ
|y−x|=ct

ψ(y) dS(y).

11 Қорытынды

Кирхгоф формуласы — R3 кеңiстiгiндегi толқын теңдеуi үшiн Коши есебiнiң негiзгi аналитикалық

шешiмi. Ең маңызды қасиеттерi:

• Толқынның шектеулi таралу жылдамдығы (c);

• Huygens принципi: шешiм тек сфера шекарасында көрiнедi;

• 3D-де интеграл тек сфера бойынша; дискi iшiнде «қалдықтар» жоқ.

Бұл формула физикада, акустикада, электромагниттiк теорияда, инженерлiк есептерде негiзгi құрал

болып табылады.
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12 Әдебиеттер тiзiмi

Студенттерге қосымша әрi толыққанды мәлiметтер алу үшiн [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] әдебиеттер

ұсынылады.
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